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Impédance d'une ligne électrique

I. Préliminaires

On considére une plaque conductrice (conducteur ohmique c'est-a-dire obéissant a la loi d'Ohm :
- = e 1 . e e aar
j=yE ), de conductivité y=; , p désignant la résistivité, d’épaisseur e , de largeur a

et de longueur b (voir figurel )

La plaque est traversée par un courant électrique permanent uniforme de densité volumique
Jj= jL_[y .
1. Déterminer l'intensit¢ / comptée positivement dans le sens de I'axe y .

2. Déterminer la tension U (en convention récepteur par rapport au [ précédent).

3. En déduire la loi d'Ohm sous la forme globale: U=RI[ et donner l'expression de la résistance
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R delaplaque en fonctionde a , b , e et p

II. Champ électromagnétique dans une ligne électrique a
rubans

Une ligne ¢lectrique est constituée de deux rubans conducteurs parfaits, de faible épaisseur, de
largeur a , distants de b , I’espace entre les rubans étant vide (cf. figure2 ). Les rubans sont
parcourus par des courants de densités surfaciques ji=jg(x,¢) u, et —jg , et présentent sur

X

leurs faces en regard des densités surfaciques de charges o(x,?) et —o(x,¢)

On étudie les champs E et B uniquement dans l'espace situé entre les rubans et on suppose
que ces champs en un point ne dépendant que de I’abscisse x du point considéré et de I’instant
¢t (on néglige donc tout effet de bord).

4. Retrouver a partir des relations de continuité pour les champs a une interface entre deux milieux,
les expressions des relations de continuité a la surface d'un conducteur parfait.

5. Exprimer, en fonction des constantes électromagnétiques du vide &, et U, et des densités
Jjg et o ,leschamps E(x,t) et B(x,t) dansI’espace vide entre les rubans.

On considére dans la suite une onde de courant dans la ligne, d’intensit¢ de la forme
i(x,t)=I,exp j(wt—kx) en notation complexe, ol k est une constante positive et /, une
constante réelle.

6. A partir des équations de Maxwell, exprimer deux relations liant o(x,?) et i(x,¢) . En
déduire la vitesse de phase Vv, de I’onde et vérifier que la structure du champ ¢électromagnétique
est celle d’une onde plane progressive dans le vide.

-

7.Le champ E est donné, en régime variable, par la formule E=— grad V—%—Ij . On veut

déterminer la différence de potentiel ou tension u(x,#) entre les rubans. Justifier que A (vrai
vecteur) est selon #, . En déduire que, en convention récepteur pour la ligne, u=FEb
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Ill. Modélisation par une ligne a constantes réparties

8. Déterminer 1’énergie magnétique d U,=1/2 dL i’ d’une tranche d’épaisseur dx de la ligne.
En déduire le coefficient d’inductance propre linéique A de la ligne en fonction des grandeurs
connues My , a , b .

dQ’
dC .
de longueur dx ) associée au champ électrique E de la méme tranche d’épaisseur dx . En

déduire la capacité liné¢ique I' de la ligne en fonction des grandeurs connues &, , a , b .

9. Déterminer ’énergie d U,=1/2 ( dQ charge élémentaire du condensateur élémentaire

Une ligne bifilaire non résistive quelconque peut étre modélisée de la fagon représentée par le
schéma (voir figure3 ).

ix,t) i(c+dx, 1)
(O ©=
Adx /2 Adx /2
ufx.1) ::I'dx u(c+d, 1)
X x+dx

10.Etablir 1'équation de propagation relative au courant i et en déduire la vitesse de propagation
en fonctionde A et I' .

11.Montrer que le résultat pour la vitesse de phase est en accord avec le résultat obtenu plus haut
pour la ligne a rubans.

u(x,t)
i(x,t)
Montrer que dans le cas de la ligne infinie vers les x positifs, cette impédance appelée
impédance caractéristique est une constante. Quelle est la nature (réelle, complexe, imaginaire )

de cette impédance caractéristique. Montrer qu'elle s'exprime en fonction du rapport entre A et
r .

12.0n définit l'impédance Z(x,t) en (x,f) dune ligne bifilaire par Z(x,¢)=

13.0n place a l'extrémité d'une ligne finie son impédance caractéristique. Cette impédance placée a
l'extrémité de la ligne aura la propriété de ne pas réfléchir I'onde incidente. Commenter.

IV. Réalisation de lI'impédance caractéristique
On désire fermer la ligne étudiée sur son impédance Z. en introduisant, entre les rubans, a

I’abscisse x=0 , une plaque conductrice de résistivité p , d’épaisseur e , de largeur a et de
longueur b (cf. figure4 ).
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On supposera dans cette question que I’épaisseur e est suffisamment faible pour qu’on puisse
admettre que le courant traversant la plaque soit réparti de maniére uniforme.

14 Montrer que la résistance R, d’un carré de la plaque, de coté quelconque, s’exprime en
fonction des seules constantes €, et H, du vide. On appellera impédance adaptée au vide cette
grandeur R dont on donnera la valeur numérique.

15.0n veut réaliser cette plaque avec:
- du cuivre de résistivité¢ p=1,7.10"°Q.m
- du carbone de résistivité p=3.5.10"Q.m
Quel devrait étre, dans chaque cas, I’épaisseur e de la plaque? Commenter.

16.Déterminer le vecteur de Poynting associé a 1’onde électromagnétique entre les rubans. Quelle
est la puissance moyenne transportée par I’onde ? Que se passe-t-il quand 1’onde arrive en
x=0 ,laligne étant fermée par la plaque d’impédance Z. ?
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