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Orbitogramme de la Villette

I. Cinématique

On considére un référentiel galiléen associé au repére orthonormé (O, i, i, i.) ,1’axe Oz est

vertical ascendant. La position d’un point matériel M sera définie par ses coordonnées
cylindriques, » avec (r>0) , 0 et z .

On notera respectivement #, et i, les vecteurs unitaires déduits de @, et %, par rotation
d’angle 0 autourde Oz .

1. Exprimer OM dans la base cylindrique.
2. En déduire la vitesse V(M) dans cette méme base.
3. En déduire 'accélération @ (M) dans cette méme base.

li( 2ﬁ> _

4. Montrer que d ., peut s’écrire aussi : dtﬁg:rdt r

Il. Etude dynamique et énergétique

On étudie le mouvement d’une bille d’acier M , de masse m , assimilée a un point matériel
sous l'action du champ de pesanteur g , sur une surface de révolution. La surface sur laquelle

. . ) k
roule la bille est engendrée par la révolution d’une portion d’hyperbole, z == k>0 .
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A. Analogie gravitation

La bille se comporte sur cette surface comme un corps céleste soumis a une force de gravitation.

5. Rappeler ’expression de la force de gravitation exercée par un point M, de masse 7, sur un
M 1 M2

7

point M, de masse m, .Onnotera *¥=M M, la distance entre les points et 7= le

vecteur unitaire orienté de M, vers M,

6. Montrer que cette force dérive d’une énergie potentielle dont on établira I’expression. On choisira
I’origine de I’énergie potentielle lorsque » tend vers I’infini.

On revient a ’étude de la bille.

B. Forces

On néglige les frottements. La réaction du support sur la bille est donc normale au support. Elle est
notée : R=R il . +Ryil,+R_ii,

7. Justifier sans calcul que R,=0
8. Faire un bilan des forces s’exercant sur la bille.

C. Energie

9. Préciser si les forces dérivent d’une énergie potentielle. Dans 1’affirmative, préciser 1’expression
de I’énergie potentielle associée en fonction de la variable » uniquement . On choisira 1’origine
de I’énergie potentielle lorsque » tend vers I’infini.

10.En déduire une intégrale premiére du mouvement.
D. Moment cinétique

11.Exprimer le moment cinétique en O, Zo , dans la base cylindrique. En déduire sa projection sur
l'axe Oz

12.Rappeler le théoréme du moment cinétique en un point fixe et donner la démonstration du
théoréme.

13.En déduire le théoréme du moment cinétique en projection selon un axe fixe Oz donnant
I'expression de la dérivée de L.

14.Déterminer .7 o »moment des forcesen O puis en déduire .7, . Conclure.
E. Principe fondamental

15.Ecrire le principe fondamental de la dynamique et faire la projection dans la base cylindrique.

s o . . ., 2d0
16.En déduire (deuxiéme intégrale premiére du mouvement) que la quantité I”ZE est une

constante notée C .
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Ill. Discussion générale du mouvement

17.Déduire de ce qui précede une équation différentielle du premier ordre, a une seule inconnue, de

2 dt
Epeﬁ-(i” ) est une énergie potentielle effective et E, I'énergic mécanique totale. Expliciter
«(r) et Ep,(r)

2
la forme: Em=l m(ﬂ) o(r)+Epy(r) ou ofr) est positif et sans dimension et ou

18.Tracer Il’allure de la courbe Ep.(7) pour C et k , m , g donnés. Indiquer les
coordonnées des points particuliers. Montrer que Epeﬁr(l”) passe par un minimum pour une
valeur 7, de r que l'on exprimera en fonction des constantes.

19.En fonction de la valeur de 1’énergie mécanique initiale £, du systéme, discuter le caractére
1ié ou libre du mouvement.

IV. Etude de quelques mouvements particuliers

20.Pour quelle valeur de » a-t-on un mouvement circulaire ?. On lance la bille d’une distance
¥, avec une vitesse V, . Montrer que, quel que soit 7, , on peut obtenir un mouvement
circulaire horizontal. Préciser la direction et le module de Vv, (en fonction de 7, et des autres
données du probléme) pour obtenir le mouvement circulaire. Déterminer l'expression de la
période du mouvement (en fonction de 7, et des autres données du probléme).

21.Une petite perturbation écarte légerement la coordonnée » de 7, alors que le mouvement
¢tait circulaire. La coordonnée r reste trés proche de 7, . Montrer, en partant d'un
développement limité que €=7—7, oscille avec une période dont on déterminera I'expression.
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Petit exercice

Deux points matériels M et M' (masses m et m' ) sont reliés par un fil inextensible
susceptible de glisser sur une poulie fixe. Initialement le fil est tendu et le point M ' repose sur un
support, a une hauteur /# dusol. A l'instant #=0 , un opérateur enléve le support et le point M
se met a glisser sur un plan horizontal avec un coefficient de frottement [ .

L'accélération de la pesanteur est g

D

B

%
1. On considére la premiére phase du mouvement du point M , sur la distance / . Déterminer
son accélération.
2. On considere la deuxieme phase du mouvement du point M . Déterminer son accélération.
3. Quelle est la distance totale D parcourue par M depuis le début du mouvement jusqu'a I'arrét.

4.En déduire f en fonctionde m , m' , h et D
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