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Formation d'une couche de glace sur un
lac

La figurel illustre le probléme de la formation d’une couche de glace tel qu’il fut formulé dans
le travail pionnier de Stefan (1891). L’eau du lac, en phase liquide, est a la température de
I’équilibre eau-glace a la pression atmosphérique moyenne P=1,01325 %10’ Pa soit

T,=0,00°C |, température supposée constante. L’air au dessus de I’eau est a la température

T,=—30°C , également supposée constante.
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Figure 1

Données numériques :
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Capacité thermique massique de la glace ¢;=2,09%x10°J kg - K !
Capacité thermique massique de ’eau ¢,=4,18 x10°J kg '- K"
Conductibilité thermique de I’eau 4,=0,335 W -m "K'
Conductibilité thermique de la glace 1,=2,215W -m - K"

Conductibilité thermique de la neige 4,=0,3W-m '-K '

Masse volumique de ’eau  p,=1,00 x10’ kg -m >

Masse volumique de la glace p,=0,915x10°kg-m ">

Masse volumique de la neige p,=0,33 x10°kg-m >

Enthalpie de fusion de la glace L=0,333 x10°unités SI
les données précédentes sont supposées indépendantes de la température.

Le lac, non gelé a I’instant initial #=0 |, se recouvre progressivement d’une couche de glace. Le
changement d’état a lieu a pression constante.

Le probléme est a une variable d’espace. On oriente I’axe Oz de la surface vers le fond du lac.
L’interface entre 1’air et la surface du lac est supposé maintenu a une position fixe en z=0 . On

note &(#) la position de Dinterface entre 1’eau et la glace ; la glace occupe donc I’espace
0<z<((1)

Soit T(z,t) le champ de température dans la glace, supposé unidimensionnel.

I. Contact parfait air-glace

En z=0 ,ily acontact parfait ¢’est-a-dire on suppose 7;(z=0,7)=T, .

A. La diffusion thermique

L’équation de bilan local d’enthalpie au sein de la glace déja formée ( a pression constante, en
I’absence de sources d’enthalpie) est :

. oT,
div JQ+uGcG7=O
avec J, o :densité de courant d’énergie.
1. Exprimer la loi de Fourier et retrouver I’équation de la diffusion thermique.
2. Que devient cette équation de la diffusion ici ou la seule variable d’espace est z .

3. Quelles sont les conditions aux limites pour le champ de température de la glace ? Permettent-
elles de déterminer T;(z,¢) 2

4. Que peut-on dire de la densité de courant d’énergie au sein de 1’eau liquide ?

On suppose que ¢(7) est suffisamment faible pour admettre que la distribution de température
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dans la glace est a tout instant celle de 1’état stationnaire pour 1’épaisseur de glace formée a cet
instant (approximation quasi stationnaire).

5. Pourquoi n’a-t-on jamais rigoureusement de régime permanent ?

6. Que devient 1’équation de la chaleur dans I’approximation quasi stationnaire ? En déduire une
expressionde T(z,t) faisant intervenir ¢(¢)

7. Exprimer le gradient de température grad (T') au sein de la glace toujours en faisant intervenir

E(t)

8. En faisant intervenir &(¢) , exprimer pour un cylindre vertical de section S le flux thermique
¢(z,t) dans la glace (préciser le sens positif choisi pour ¢(z,7) : positif dans le sens de
I’axe z ou dans le sens contraire ?).

9. De méme quel est le flux thermique dans 1’eau liquide pour une section S ?
10.Pourquoi I’eau liquide est-elle mise en mouvement par I’avancée de I’interface ?

B. Le bilan enthalpique

Soient /; Denthalpie massique de la glace et %, celle de I’eau liquide que ’on suppose
indépendantes de la température. On désigne par Ly la chaleur latente de fusion ( ou enthalpie
massique de fusion) de la glace.

11.Rappeler I’ unité de %4, h;, Ly . Quelle est la relation simple entre ces trois grandeurs ?
12.0n considére une masse élémentaire dm d’eau liquide qui se transforme en glace :

* Exprimer I’enthalpie ¢lémentaire initiale puis finale et retrouver I’expression de la variation
d’enthalpie au cours de la solidification en fonctionde L, et dm

* En raisonnant sur le cylindre vertical de section S , relier dm masse élémentaire d’eau
d &(1)

o =£(¢) vitesse de I’interface.

qui s’est transformée en glace pendant df a

* On désigne par Vp la vitesse verticale de I’eau qui gele. Effectuer un bilan enthalpique
pour la masse dm qui se solidifie pendant dt . On néglige désormais 1’énergie cinétique
de I’eau, que devient ce bilan enthalpique ?

13.Ecrire I’équation différentielle vérifiée par &(7) .

C. Solution

14 Montrer que ¢&(z)=v2Dt ou D est une constante que 1’on explicitera en fonction des
données. Quelle est la dimension de D ? Représenter I’allure de la courbe &(7) .

Il. Convection a l'interface air-glace

On reprend I’étude précédente. On tient compte a I’interface air-glace d’échanges conducto-
convectifs. Le coefficient de transfert conducto-convectif est not¢ « . On continue a se placer
dans le cadre de I’approximation quasi stationnaire.

15.Ecrire les équations reliant le flux ¢ (z,¢) , ’épaisseur de glace &(z) formée a I’instant ¢
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et la température de la couche de glace en z=0 , T ,(f) . Ces équations font bien entendu
intervenir d’autres données du probléme.

16.Ecrire I’équation différentielle donnant &(¢) et résoudre.

17.Déterminer aussi T ,;(f) . On exprimera O(t)=(T ,;(¢)—T )/(T,—T,) et on donnera
Iallure de la courbe ©(¢)

I1l. Effet d'une couche de neige

Ty
neige h,
X M. M X X
w BlECe
e X X by ™,
£(t) Tr
~ ean — ___ T
A | - T
Figure 2

On souhaite étudier 1’effet d’un couvert de neige sur la croissance de la glace. On suppose qu’il
existe une couche de neige d’épaisseur #,=0,20m constante, présente dés I’instant initial sur une
trés mince couche de glace ( figure2 ). On note T,; la température a ’interface neige/glace.
On suppose que la température de la neige a I’interface air-neige vaut 7, .

18.Quelle est la forme des profils de température au sein de la neige et de la glace en régime quasi
stationnaire ? Quelle condition doit étre vérifiée a I’interface neige/glace ?

19.Exprimer J, en fonctionde 7,;,—T, ,puisde Tr—7,; .Exprimeralors J, en fonction
de TF_TA et de f(t) .

20.En déduire la nouvelle équation différentielle portant sur ¢ . Montrer que la solution
satisfaisant aux conditions initiales est : &(¢)=y2Dt+&—E, ou &, est une longueur
caractéristique que 1’on explicitera.

21.0n obtient les résultats numériques suivants pour [’épaisseur de glace obtenue: (
D=2,18 10’8l et ¢,=1,48m ). La neige joue-t-elle un role dans la croissance des
couverts de glace ? Commenter.
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Durée Un jour Une semaine Un mois Six mois
Sans neige (1) 19cm S5lcm 1,06 m 2,62 m
Avec neige(IIl)| 1,3cm 8,7cm 34cm 1,53m

5/14




G.P.

DNSO08 Novembre 2010
RéEon se s
Tae -20°C
paroi
0 A, A A / A
x h ~ e
glace = , Telz, t)
IS X A
X X X bt
£(¢t)
— eau = — Te=0,00°C
NS
—_—
o Jg + Mg <o % =0
. —> ¥ -
M('QWI%”G G g =°
S, AT 4 pcCe R =0©
LT - ,JG Co yT.G -0
G e ¥t
1 o TG - T(‘;‘“s—/t) Ps S ’e/",ﬂMW devienk
U
e - HsCe é__—rﬁ’_ -0
3z? o Yt -
TC"%'::O/ t) = Ta
Ly ('S’-;‘f(ﬁ,k) = TF
~ s . —r v

_.;mwmw A“—.z/m"‘&"’/’c"‘““‘°'“< ‘-4__4
g Ao cen e MiTnn fadc st JlE) e sob amermer

—
B i pogae o3, k) depnd de B

6/14



G.P. DNSO08 Novembre 2010

—_— —_—

Jg = - >\c' 56"’6)\' T
?2\{) de

rqut ¢
3% =

<aJ =

Liqui de

- —
B} T= S0 Aeed de by
Fronhere

Lo /. \ . bace nl“b‘a\arwc Ao M%&'\NM TW"‘M

€) MDave Le cadrne Ae Q,aww)(vwwkurﬂ mezw"

3T (%,6) | ]
——————— = O
}—5,?—

To (2, &) = Ay + By
<.L.
=0 Ta = Bl
%= §(¥) s = Ay Sy + B
W:
Gly,t) = .—_.TF-TA zZ + VA
Se
—>
b gt Tg = 3o w=
X3 .
= T = & -Ta =
% ()

7/14



DNSO08 Novembre 2010

Zr
- _—
3Q = « g gras g
olzce T
= - 1A
3(e)
—>
Doc :IQ est  sele (—4_4,_-;,)

Pewn MRoarfadlern, ailec (b >0 , o% rinnio ki c\’(},k) Yo nero
rorbd eden (T )

_
M - g TS
= XGTF~TA (——Af'-;() AS ('E“Y)
s1e)
= X Tr-TVa
(%) c G-

z e .’
= >\G S ‘T .
g\ibc{? (v (T A)
Rpn = fe)
&) A S
G

3) Fans L7 2arw Alopude v Vi om W) ges Q

8/14



G.P. DNSO08 Novembre 2010

.
le Velurne do Lo glace fnmia  2ob avgomenn 4
Z,WWM\AL

. F
Lo mobou maperenn de Zo

/Q /wa(—

ae,\(e G/t’/«/wt W’W{

A1y te

21

Alace s

fav

A
j— M
R S
—y  Teun Qeaw g gtle  gerdank
aH = &Qr‘esu + EQPNJJIP
transfert sources

9/14



G.P.

DNSO08 Novembre 2010

En faik  davo £ wdge [ de S

mew
MMMW”“’ L7 eKalyic) A gen

L a2 atd

L’ 2 A ar.u 3,&»04, a/ﬂk

EM £ W‘%"&

OM ZCHaN d :‘} e~ L/W Ae Croe de oourntes

;T DL\H + Ec) = "Reego |

|

—_— - 4>(5[t) ) M

__7_-_) = —CP(S(W,E) ol
\ . 2

9 .S“:) S QG LF = }‘G‘S

2(v)
= D

(TF -Ta)

S(e) 3le)

avec

N
j5)) On  anbigne

£'(v)
—_— — Db 4+ conshante
cT

|
0

4+ constante

2D -{

10/14

3(e)

il




G.P.

Novembre 2010

Ta TA

ol g

20 «Thcb) Tas (k)
TG(?/")

it vd oI i}

F

)

\uqmd\e
Yz

TF

~

O~ o

i MQ&_ a«(mj

S/

@ \-@ leux W -n;\«m-h.-—vva W ‘L/"{:“‘;"’
( il\.’)

F -
XG S

11/14

+ ;‘g) 1 30)
L—)S€G§(¢’) Le

. e



Novembre 2010

LF\ élw

4 censtante

constrante

G.P. DNSO08
‘D/%/\ _ (?t_ﬂ + 2-)fe
Ne X =
. N
jlt)( 3 + )= > J
O M\.ﬁ:‘a’v‘ .
x L
2 (3w + ) = e
cr. % | ':‘\_B)z B
(sto + %1—(:(&2 = @®F
Sy = i—e(\“’fl%-f& ~4)

B (t)

TAE A

12/14




G.P.

DNSO08 Novembre 2010

1)
o Zhe — Ta
Z nege
o 4 Ty
-‘ glace ne Tnb?
slk) —."-Q - . .
N Te ]
AT
e
TnG
! 1 Ta %
~h, $ie)
- Aaro Ca N‘-&\—%‘. T = -T;L
Tn"TﬂG= - O {Tf\-'—"_rn.G +TnG—'T7\3’
TA = InG ‘kn"‘o L’n—
—dare La alace T = ¢
Jo - Tne = E il Te =The  + F-Tno % {
Tr - Tne Sy -o Ste }
Aonne La gloce *1—/; . -, ™
- —
daro La reage Q—Q = - A el T,
()‘,\.( >GM£&MMM\:Y?-MWPMM%M3¢)
49 ) .
= -3 Te-The £ rinstamas Baniginn S
% ® z(6) (e NS )
a’q = —Xr\, -1—'16—1;‘. (CF '\;o:okw Mw ,f‘g )
L4 n

Ao (C‘F 9&:‘4)/5 X ook len de reonrtarces o w(«:e

38 4 A

re An

& = -

13/14



G.P. DNSO08 Novembre 2010

‘ A Avn
29 Lo / ) et Lo e A AE)M&C C3 - —i_r\_
y >\c, N
pak x S-\s:"e"n
SN Y .
o~ L = e L. T _ Lo E
(5+32h) —(&H) =
’Y‘cgn

ok o beaiionigs s o e Sp=4,48m

2‘4) Taﬁut’ ‘l’ . g ~m Qa . A&‘m%’(m ‘MW.
fo meiye | rokante Marriope do B mene
Cocn » expliope 1 L Jx
Ae = F 4t
*~ ! s
~ . S de gloce)
( . le e rode e R nenatiing

14/14



	Formation d'une couche de glace sur un lac
	I. Contact parfait air-glace
	A. La diffusion thermique
	B. Le bilan enthalpique
	C. Solution

	II. Convection à l'interface air-glace
	III. Effet d'une couche de neige


