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Tensions et compressions dans des corps 
en rotation

I. Rotation d'une barre rigide

Une barre OA , de longueur au repos L0 et de section s constante et très petite devant L0
2 a, 

au  repos,  une  masse  linéique 0 .  Cette  barre  tourne  autour  d'un  axe  vertical  avec  la  vitesse 
angulaire constante  . On appelle T  r   la tension de la barre au point P à une distance r
de l'axe de rotation ; cette grandeur représente l'action du reste de la barre sur la longueur OP .

On posera T  r  ur = T r  avec ur désigne le vecteur unitaire radial selon OA .

1. Écrire la relation fondamentale de la dynamique pour un élément de barre de longueur dr . En 

déduire qu'en régime permanent T , vérifie:
dT
dr

=−2 r . Justifier avec précision les signes 

dans les équations.

A. Barre rigide (solide)

On suppose que la barre est rigide, alors =0 est constant.

2. L'extrémité A est  libre,  l'extrémité O est  fixe.  Déterminer  l'évolution  de  la  tension,  notée
T 1r  ,  le long de la barre. Commenter le signe de T 1r  .

3. L'extrémité O est libre, l'extrémité A est fixée à un mur vertical tournant à la vitesse angulaire
 . Exprimer la nouvelle tension, notée T 2 r  . Commenter le signe de T 2 r  .

4. Mais, si l'on envisage le cas où les deux extrémités distantes de L0 sont attachées au mécanisme 
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assurant la rotation, on ne sait pas déterminer la constante d'intégration de l'équation différentielle 
obtenue à la question1 . Commenter: pour quelle raison observe-t-on cette difficulté? 

B. Barre déformable

On envisage à nouveau le cas où les deux extrémités distantes de L0 sont attachées au mécanisme 
assurant la rotation.  On abandonne maintenant  l'hypothèse  de rigidité.  On adopte  pour  la  barre 

l'équation  d'état: r =01−T r 
s E  où E est  une  constante  appelée  module  de  rigidité  et

s la section constante de la barre (le module de rigidité de la barre rigide de la partie précédente 
était donc supposé infini, ici il est fini). 

Dans la pratique, l'inégalité  '  r =T r 
sE

≪1 est vérifiée pour les corps solides.

5. Intégrer l'équation et donner le résultat au premier ordre en ’  r  .Le  résultat sera mis sous la 
forme T  r = f r K ' , où K ' est une constante d'intégration, indéterminée à ce stade.

6. Déterminer la constante K ' en exprimant la conservation de la masse. En déduire que la loi de 
répartition de la tension T  r  est indépendante du module de rigidité ( fini ). En quel point de la 
barre cette tension est-elle nulle ?

II. Rotation à vitesse angulaire variable

Une cheminée verticale est modélisée par un cylindre homogène de masse M , de longueur D
et  de  rayon  très  petit  devant D .  Pour  une  raison  quelconque,  l'équilibre  de  la  cheminée  est 

3/38

x

y

O

G

u

v

Su

Sv P

d

θ

C

g



G.P. DS 10 06 Mars 2010

détruit; cette dernière amorce une rotation autour de sa base dans le plan vertical O , x , y  . On 
appelle  l'angle de la cheminée avec la verticale. On étudie le mouvement de la cheminée dans le 
repère RG en projection sur la base mobile de coordonnées polaires u , v où u est porté par 
l'axe de la cheminée, v est perpendiculaire à u dans le sens de rotation de l'angle  et G est 
le centre de masse de  la cheminée. Les moments d'inertie en G autour de l'axe Gz et en O

autour de l'axe Oz sont respectivement J G=
1
12

M D2 et J O=
1
3

M D2 . 

La liaison en O est supposée parfaite.

A. Mouvement de la cheminée
7. Déterminer, par application du théorème du moment cinétique en O , l'équation d'évolution de 

l'angle  .

8. Retrouver cette équation par un raisonnement énergétique.

9. Donner dans la base u ,v  , en fonction de l'angle  , l'expression de la réaction du sol en
O .

10.On  pose  alors R=Rx uxRy u y .Tracer,  sur  un  même  graphe,  les  courbes R x=Rx  et
Ry=R y  . Que peut-on alors prévoir dans le cadre du modèle : la cheminée va se mettre à 

glisser,  ou:  la  cheminée  va décoller  du  sol  ?.  En quoi  le  modèle  proposé pour  la  cheminée 
manque-t-il ici de réalisme ? 

On continue l'étude dans le cadre du modèle de départ, en supposant ni glissement, ni décollage à 
la base de la cheminée.

B. Brisure de la cheminée
En réalité, une cheminée peut se briser au cours de sa chute. L'étude suivante va préciser les contraintes 

subies par la cheminée pendant sa chute. Une longueur OP=d de cheminée subit l'action du sol en
O , l'action de son poids ainsi que l'action du reste de la cheminée sur elle-même, en P . Cette 

action assure la rigidité de la cheminée.

Le  contact  en P n'étant  pas  ponctuel,  l'action  du  reste  de  la  cheminée  sur  la  longueur d est 
modélisée par une force S de composantes Su ( effort de traction ) et Sv ( effort de cisaillement )
mais aussi par un couple C=C u z ( couple de flexion ) porté par l'axe horizontal Oz . ( C désigne 
le moment des actions, il est indépendant du point de calcul ).

11.En appliquant le théorème de la résultante cinétique à la longueur d de cheminée, exprimer
Su et Sv en fonction de M , g ,  , d et D .

12.Montrer  que  le  théorème  du  moment  cinétique  en O ,  appliqué  à  la  longueur d de 

cheminée conduit à l'expression suivante de C : C=−1
4

M g d  d
D
−1

2

sin

13.Si la cheminée perd sa rigidité, elle s'effrite. Elle aura tendance à s'effriter au point où l'effort 
de cisaillement Sv est le plus important ( en valeur absolue ). Tracer le graphe donnant Sv , 

en  fonction  du  rapport
d
D (  est  donné).  En  quel  point  la  cheminée  aura-t-elle  le  plus 

tendance à s'effriter?
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14.Si ce couple ( en valeur absolue ) est supérieur au couple maximum que peut subir la cheminée, 

celle-ci se brise. Tracer le graphe donnant C  ,en fonction du rapport
d
D (  est donné). En 

quel point la cheminée se brisera-t-elle ?

15.Commenter alors les deux photographies ci-dessous.

Photographie 1

Photographie 2
16.Quand on casse un morceau de sucre en deux parties, en le tenant entre deux pouces et deux 

index, est-il plus aisé de le faire par traction, par rotation ( flexion ) ou par cisaillement ?
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Principe du mouvement «collé-glissé» 
(stick-slip)

Le  frottement  solide  joue  un  rôle  considérable  dans  de  nombreuses  situations,  statiques  ou 
dynamiques. On analyse ici quelques aspects du mouvement d’un solide qui peut soit glisser (« 
slip»)  soit  adhérer(«  stick  »)  sur  son  support.  Ce  phénomène  a  pour  origine  le  fait  que  les 
coefficients de frottement statique et cinétique diffèrent. Il est ainsi responsable du grincement des 
portes, du crissement des craies sur le tableau noir, ou dans un registre plus harmonieux, de la mise 
en vibration d’une corde de violon.

Définitions et rappels : 

Lois  du  frottement  solide/solide  (  lois  de  Coulomb  )  : T et N étant  respectivement  les  
composantes scalaires tangentielle et normale de l’action de contact exercée par un solide sur un  
autre, µS et µC les coefficients de frottement « statique» et «cinétique » avec µSµC , 

• si la vitesse de glissement est nulle, alors ∣T∣µS∣N∣

• si  la  vitesse  de  glissement  est  non  nulle,  alors ∣T∣=µC∣N∣ ,  l'action  de  contact  
tangentielle est de sens opposé à la vitesse de glissement.

Une poutre  rigide  et  homogène,de  longueur L ,  de  masse m et  de  section carrée  s ,  est 
posée en équilibre à l’horizontale sur deux supports (numérotés 1 et 2 ) séparés de la distance

D0 ( Figure1 ).Les coefficients de frottement solide statique et cinétique entre cette poutre et 
chacun des supports sont respectivement µS et µC , avec µSµC . Le centre de gravité G de 
la poutre se trouve initialement à la distance horizontale a0 du support 1 , avec a0D0/2 . 

A. Repos
La poutre est immobile. 

1. En utilisant  le  théorème de la  résultante  cinétique  et  (ou)  le  théorème du moment  cinétique, 
donner l'expression des composantes verticales ( axe vers le haut ) des réactions supports sur la 
poutre, N 1 et N 2 , en fonction des données du problème.
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2. Comparer N 1 et N 2 .

B. Mouvement des deux supports
Les  supports 1 et 2 sont  maintenant  animés  l’un  vers  l’autre  de  vitesses  horizontales  et 

constantes,  respectivement v0/ 2 et −v0/2 selon Ox .  La  poutre  ne  peut  se  déplacer  qu’en 
translation horizontale selon cette même direction. La distance entre les deux supports s’écrit donc :

D t =D0−v0 t . 

3. Que deviennent  les  forces N 1t  et N 2t  en fonction notamment  de D t  et  de a t  , 
distance horizontale entre le centre de gravité G de la poutre et le support 1 à l’instant t ? 

1) Première phase: glissement sur un seul support
On suppose que la poutre glisse d’abord par rapport à un seul des deux supports.

4. Si on suppose que le glissement s'effectue sur le seul support 1 , quelle est la vitesse de la 
poutre ? Dépend-elle du temps? Mêmes questions en supposant un glissement cette fois sur le 
seul support 2 .

5. On  désigne  par T 1t  et T 2t  les  composantes  horizontales  de  frottement  agissant  sur  la 
poutre ( ce sont des grandeurs algébriques, comptées positivement dans le sens de l'axe x ). 
Trouver une relation entre T 1t  et T 2t  .

6. Sur quel support le glissement s'effectue-t-il en réalité. Justifier.

7. Déterminer T 1t  et T 2t  lors de cette phase du mouvement. On justifiera les signes de ces 
grandeurs. 

8. Montrer qualitativement que ce mouvement ne peut se perpétuer. A quel instant désigné par t 1  
la poutre se met-elle à glisser sur l’autre support. Déterminer la distance D1=D t 1 en fonction 
de a0 , µS et µC . 

2) Deuxième phase: glissement sur deux supports
9. Justifier qu’il existe alors une phase du mouvement où nécessairement il y a glissement sur les 

deux supports.

10.Exprimer  alors  la  somme  des  forces  de  frottement  en  fonction  de a t  , D t  et  des 
constantes du problème. Dans quel sens agit-elle?

11.Donner le critère qui détermine la fin de cette seconde phase en précisant le support sur lequel le 
glissement cesse. Soit t ' 1 l’instant correspondant.

3) Troisième phase

12.Décrire la phase suivante du mouvement. Elle se termine à l’instant t 2 . Montrer que:

D t 2=1
C

S ⋅[D t ' 1−a t ' 1]

13.On admettra que,pour une faible vitesse de rapprochement des supports et une distance a0

suffisamment  grande,  les  modifications  de D t  et  de a t  durant  la  phase  transitoire 
( deuxième  phase  )  restent  faibles  en  valeur  relative.  En  les  négligeant,  montrer  que

7/38



G.P. DS 10 06 Mars 2010

Dt 2≃
C

S
Dt 1 . En déduire un moyen simple d’évaluer le rapport µC /µS . On donnera une 

description sommaire de l'expérience à réaliser.
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Champ électromagnétique dans un 
condensateur plan cylindrique

Un condensateur plan est constitué par des armatures métalliques circulaires de rayon R et de 
même  axe =z ' z ,  séparées  d'une  hauteur h .  Ce  condensateur  est  soumis  à  une  tension 

alternative donnée, de fréquence f = 
2

, qui produit à l'instant t dans l'espace vide entre les 

armatures un champ électrique. En première approximation, ce champ est décrit à basse fréquence 
par E0=e0 cos t uniforme, sinusoïdal dans le temps et axial (c'est à dire parallèle à l'axe  ), 
qu'on écrit  en notation complexe  : E0t =e0 exp i t .  Ce champ vérifie  donc rot E0=0 et

div E0=0 .

Dans une description plus précise, on considère, lorsque l'on monte en fréquence, que le champ 
électrique E0 crée un champ magnétique B1 , lequel engendre un champ électrique E2 , qui 
crée à son tour un champ magnétique B3 , qui engendre E4 , etc.

Dans tout le problème, on négligera les effets de bord et le champ sur l'axe restera  désigné par 
E0t =e0 exp i t .

Les coordonnées cylindriques sont désignées ici par  , , z  .

I. Calcul des champs B1 et E2

Les variations dans le temps du champ électrique E0 créent un champ magnétique B1 . On veut 
calculer B1 .
1. En un point M entre les plaques, quelle est l' équation de Maxwell qui permet de déterminer

B1 à partir de E0 ? En déduire l'équation satisfaite par B1M ,t  en fonction de  , c  
( vitesse de la lumière dans le vide ) et E0 .
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2. Justifier la direction de B1M ,t 

3. Soit le cercle C1 parallèle au plan xOy , centré sur  et passant par M . Déterminer la 
circulation  de B1M ,t  sur  le  contour C1 .  En  déduire B1M ,t  en  fonction  de c ,

X =
2 c et E0 . Quelle est la dimension de X ?

Les variations dans le temps du champ magnétique B1 , créent un champ électrique E2 . On 
veut calculer E2 .

4. Quelle équation de Maxwell permet de déterminer E2 à partir de B1 ? En déduire l'équation 
satisfaite par E2M ,t  en fonction de c , X ,  et E0

5. Sans faire de calculs, montrer que l'on peut supposer E2 axial.

6. Soit le contour orienté rectangulaire C2 dans un plan méridien ( voir figure ) . Déterminer la 

circulation de E2 sur C2 ( en faisant intervenir notamment X 1=
1

2c
et X 2=

2

2c
). En 

déduire l'expression de E2 en fonction de X et E0 en prenant E2=0=0 .

II. Comportement à basse fréquence

A basse fréquence ( X ≪1 ) on décide ici de négliger les termes en X de degré supérieur à
2 .

A. Champs
7. Exprimer, dans ces conditions, en utilisant les résultats précédents, le champ magnétique total

BBF M , t  et  le  champ  électrique  total E BF M , t  qui  règnent  en M à  l'instant t à 
l'intérieur du condensateur, en fonction de c , X et E0 .
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B. Étude énergétique

8. Exprimer la densité volumique instantanée et  d'énergie électrique et la densité volumique 
instantanée mt  d'énergie  magnétique  dans  le  condensateur  en  fonction  de 0 (la 
permittivité du vide), X ,  t et e0=∣e0∣ .

9. On note e ,mt  t les moyennes temporelles correspondantes. Exprimer, en fonction de X

, le rapport
m t

e t
. Que peut-on en conclure ?

C. Puissance rayonnée
Soit  le vecteur de Poynting associé à ce champ électromagnétique.
10.Exprimer  à l'ordre le plus bas en X , en fonction de 0 , c , X , e0 et  t . En 

déduire que les échanges par rayonnement se limitent à la surface latérale du condensateur.

11. Exprimer  la puissance rayonnée instantanée P t  et  en déduire P t  t .  Comment 
interprétez-vous ce résultat ?

III. Comportement à haute fréquence .

A. Champs
A haute fréquence, on ne peut plus négliger les termes en X de degré supérieur à 2. On va donc 

calculer B3 dont E2 est la source, E4 dont B3 est la source, etc ...

12.Donner l'orientation de B3

13.Quelle  est  l'équation  satisfaite  par B3M ,t  ?  Déterminer  l'expression  de B3M ,t  en 
fonction de c , X et E0 .

14.Donner l'expression de E4M ,t  .

On admet que : E2nM ,t = 1
n ! 2

iX 2n E0 t  .

15.Montrer  que  le  champ  électrique  total E M , t  qui  règne  à  l'intérieur  du  condensateur 
s'exprime  simplement  en  fonction  de E0 et  de  la  fonction  de  Bessel J 0x (donnée  en 
annexe), à condition d'attribuer à x une expression littérale qu'on donnera.

16.En déduire  qu'à la périphérie  du condensateur,  certaines  valeurs de  ,  que l'on précisera, 
annulent le champ électrique.

B. Réalisation d'une cavité
On ferme le condensateur au niveau de sa surface latérale =R par une feuille  d'aluminium 

assimilé à un conducteur parfait. On cherche les fréquences propres de la cavité ainsi constituée, 

c'est-à-dire les fréquences particulières permettant l'existence d'une onde décrite par: E=∑
n

E2n

avec les notations du paragraphe précédent.

17.Quelles sont les conditions aux limites imposées aux champs E et B par la présence de la 
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feuille d'aluminium ?

18.Quelles  sont  les  pulsations  possibles  pour  le  champ  électromagnétique  dans  cette  cavité 
cylindrique ?

19.On  excite  la  cavité  à  l'aide  d'un  générateur  électrique  délivrant  une  tension  sinusoïdale  de 
fréquence f aux bornes du condensateur. On constate expérimentalement que l'amplitude du 
champ  dans  la  cavité  prend  des  valeurs  très  importantes  pour  certaines  fréquences f i . 
Comment appelle-t-on ce phénomène ?

20.Calculer  la  fréquence f 1 ,  en  GHz,  la  plus  basse  du  champ E0 dans  la  cavité  pour
R=4.10−2 m . On donne c=3.108 m.s−1 .

ANNEXE: LES FONCTIONS DE BESSEL
Les fonctions de Bessel B z  sont des solutions de l’équation différentielle :

d 2 B z 
dz2 

1
z

d B z 
dz

1−2

z2 B z =0 ∈R , z∈C

Les fonctions de Bessel de première espèce J  z  sont définies par la série :

J  z = z
2



∑
k=0

∞ −1k

k !k1 z
2

2k

avec ∣arg z∣

où  est la fonction qui généralise la fonction factorielle.
Dans le cas particulier =0 , nous avons :

J 0 z =∑
k=0

∞ −1k

k !2  z
2

2k

Pour x réel, le graphe de la fonction J 0x  est, pour sa partie x0 , le suivant :
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