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Afin de faciliter le travail du correcteur:
* On indiquera la numérotation des questions
* On passera une ligne entre chaque question

* On les réponses au rouge

Les copies mal écrites, mal présentées, mal rédigées, sont corrigées aux risques et perils de
l'étudiant.

On justifiera toutes les réponses, méme celles jugées « évidentes », avec précision.
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Rails de Laplace

I. Questions préliminaires

Un point matériel de masse m peut glisser sans frottements sur un plan horizontal selon Ox
Le point est li¢ a un ressort de raideur & . De plus, le point est soumis 4 tout instant a une force
constante F'=Fu_ . On repére la position du point par son abscisse x>0 , I’origine des
abscisses est choisie au point d'attache O du ressort. On ne tiendra compte, ni du poids, ni de la
réaction du support car ils se compensent en l'absence de mouvement vertical. Au départ, on écarte
le ressort horizontalement et celui-ci se met a osciller horizontalement.

m

PNV

»
X

On définit les notations habituelles suivantes: longueur a vide du ressort /, , longueur du ressort
a l'équilibre /,, , longueur du ressort a un instant quelconque / .lIci /=x

1. Définir en fonctionde / et [, I'allongement du ressort par rapport a sa longueur a vide.

2. Définir en fonction de [ et /,, l'allongement X du ressort par rapport & sa longueur a
1'équilibre.

3. Exprimer le vecteur force T exercé par le ressort sur la masse a un instant quelconque en
fonction de k et des longueurs.

4. Ecrire le principe fondamental sous forme vectorielle en tenant compte des deux forces.
5. En déduire I’équation différentielle pour x(7)
6. Résoudre et déterminer x(7) . On ne cherche pas a exprimer les deux constantes arbitraires.

7.Déduire de x(t) les expressions de /,, et X (¢)

I1. Oscillations d'une barre sur des rails

A. EnI'absence de frottements

Une barre de masse m peut glisser sans frottements sur deux rails paralleles. Les deux rails et la
barre forment un plan horizontal. Les seuls mouvements possibles de la barre sont des translations
rectilignes parallélement a la direction des rails notée Ox . La barre est liée a un ressort de raideur

k et de longueur a vide /, . On repére la position de la barre par I'abscisse x de son milieu et
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I’origine des abscisses est choisie au point d'attache O du ressort.

On pose w0=\/£ . A Dinstant initial, on lache la barre sans vitesse initiale a 1’abscisse
m

x=Il,+a avec a>0 et a<l,

>
X
8. Déterminer 1’équation différentielle du mouvement par I’application du principe fondamental de
la dynamique.
9. Déterminer 1’expression de 1’abscisse de la barre en fonction du temps.
10.Déterminer I’expression de 1’énergie mécanique en fonction du temps.
11.Montrer, qu’en moyenne sur une période, 1’énergie cinétique est égale a I’énergie potentielle.

B. En présence de frottements fluides

On reprend le probléme précédent mais, cette fois, on suppose que la barre subit une force de
frottements visqueux F=—&?V ou V estle vecteur vitesse de la barre et « un coefficient

positif. On définit QO tel que Lo X
O m

12.Etablir I’équation différentielle du mouvement.

13.0n suppose O tel que la barre oscille. Quelle est 1'inégalité vérifiée par O ?
14.Déterminer I’expression de I’abscisse x de la barre en fonction du temps ¢
15.Représenter I’allure du graphe de x en fonctionde ¢ .

16.La condition précédente sur Q est ici supposée trés largement vérifiée car les frottements sont
tres faibles, montrer que 1’énergie mécanique moyenne sur une pseudo-période peut se mettre

1 t
sous la forme approchée: £, = Ek a’ exp(—:) . On donnera I’expression de T

Ill. Rails de Laplace

A. Sans générateur de tension

La barre de masse m peut glisser sans frottements sur des rails paralléles, distants de [ ,
disposés comme précédemment. Il n’y a plus de ressort. Les rails sont reliés par un conducteur.
L’ensemble des rails, de la barre et du conducteur forme donc un circuit fermé. La résistance
électrique de ce circuit est représentée par une résistance constante R localisée sur le conducteur
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reliant les deux rails (cf. figure) L’ensemble est plongé dans un champ magnétique stationnaire et
uniforme B . On définit un sens de circulation positive sur le circuit comme indiqué sur la figure.
On néglige entiérement les phénoméenes d’auto-induction.

La barre est lancée avec la vitesse initiale v, dans le sens des x croissants. On désigne par
v lavitesse de la barre et par ¢ Il'intensité du courant a un instant ¢ .

A

X

N
»~

17.Déterminer I’expression de la f.€.m. induite dans le circuit a un instant ¢ .
18.Déterminer la composante selon Ox de la force de Laplace subie par la barre.
19.Ecrire I’équation électrique du circuit.

20.Ecrire ’équation mécanique par application du principe fondamental de la dynamique.

21.En déduire I’équation différentielle vérifiée par la vitesse v de la barre. On introduira un temps
de relaxation T

22.Résoudre completement cette équation et tracer le graphe de v en fonctionde ¢ .

23.Ecrire le bilan de puissance ¢électromagnétique et le bilan de puissance mécanique. En déduire un
bilan de puissance électromécanique. Que devient I’énergie cinétique initiale de la barre?
B. Avec générateur de tension continue

On reprend le probléme précédent mais on rajoute sur le conducteur reliant les deux rails, un
générateur idéal de tension de f.é.m. constante E (cf. figure). La barre est cette fois initialement
immobile.

YA

24 Ecrire ’équation électrique du circuit et 1’équation mécanique.

\4

25.En déduire ’expression de la vitesse de la barre en fonction du temps. On utilisera dans les
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expressions la constante T définie précédemment. De plus, on définira une vitesse limite v,
26.Tracer I’allure du graphe de v en fonction de ¢

27.Déterminer I’intensité i dans le circuit en fonction de ¢ (éventuellement simplifier
complétement 1'expression) et tracer le graphe correspondant.

28.Faire un bilan de puissance. A quoi est utilisée la puissance fournie par le générateur?

IV. Oscillations d’une barre plongée dans un champ
magnétique

A. Avec générateur de tension continue

A .
R
+
V 4

X

On reprend le dispositif précédent mais maintenant la barre est reliée au ressort de raideur & et
de longueur a vide /, . On repére la position de la barre par I'abscisse x de son milieu et ’origine
des abscisses est choisie au point d'attache O du ressort. A ’instant initial, 1’abscisse x de la
barre est égale & [, et la barre est ldchée sans vitesse initiale. La barre peut glisser sans frottement
sur les rails.

29 Ecrire I’équation électrique et I’équation mécanique. En déduire ’équation différentielle vérifiée
par I’abscisse x de la barre. On utilisera les notations w, et T

30.Déterminer la nouvelle position d'équilibre de la barre notée X, et écrire I'équation
différentielle vérifiée par X =x—x, enfonctionde w, et T

31.Résoudre complétement cette équation si w7 > 1
32.Tracer le graphe de x en fonction du temps ¢
33.Faire un bilan énergétique entre =0 et =00

B. Avec générateur de tension alternative

On reprend le dispositif précédent mais le générateur est maintenant un générateur de tension
alternative sinusoidale e=F cos(wt)

34 Ecrire 1'équation différentielle traduisant le mouvement du barreau.

35.Donner I'expression de X =x—/; en mouvement sinusoidal forcé
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\ 4

V. Oscillations de deux barres plongées dans un champ
magnétique

On supprime le générateur et on ajoute sur les rails une deuxiéme barre identique a la précédente.
L' ensemble est plongé dans le champ magnétique B . Les deux barres et les trongons de rails
situés entre les barres forment un circuit fermé. Ce circuit fermé posséde une résistance ¢électrique

R (non représentée sur le schéma ci-dessous) qui sera supposée constante quelle que soit la
position des barres. On définit un sens de circulation positive sur ce circuit comme indiqué sur le
schéma.

\ 4

Les deux barres sont reliées a des ressorts identiques de raideur &k fixés en O; et O, . Les
abscisses X; et X, sontmesurées a partirde O, et O, . A Dl’instant initial, on lache les barres
sans vitesse initiale aux positions X,=/,+a avec a>0 et x,=/,

36.Ecrire 1’équation ¢électrique du circuit lorsque les barreaux sont animés des vitesses V; et V,

37.Appliquer le principe fondamental de la dynamique a chacune des barres et en déduire deux
¢quations mécaniques.

38.Déduire de ce qui précede le systeme d’équations différentielles vérifié par x;, et X, .On
utilisera les notations w, et T

39.0n pose X=x,+x, et Y=x,—x  Déterminer I’équation différenticlle vérifiée par X et
I’équation différentielle vérifiée par Y .
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40.Quelle est la limite de Y quand ¢#— o0 ? En déduire au bout d’un temps tres long:

* les expressions de x, et x, en fonction de ¢ et la nature du mouvement des deux
barres;

e D’intensité i .

41.Faire un bilan énergétique entre t=0 et f=c .Commenter.
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Le rendement de Curzon et Alhborn

I. Questions préliminaires

Soit un systéme fermé homogeéne de masse m , contenant n moles, de chaleur massique a
pression constante ¢ , de capacité thermique molaire a pression constante C,,

1. Capacité thermique
* Donner les unités de ¢ etde C,

* Exprimer la capacité thermique a pression constante # du systéme en partant de ¢
Idem en partant de C,,

2. Enthalpie et entropie

On donne l'expression générale de la différentielle de l'enthalpie: dH=7 dT +(k+V)dP ou
k et ~ sonta priori des fonctionsde 7 et P

* En déduire l'expression de la différentielle de l'entropie dS .

* Pour un gaz parfait, H ne dépend que de la température. En déduire 1'expression de £ .
Que peut-on aussi en déduire quant a la dépendance de # avec T et P pour un gaz
parfait.

* En déduire dS pour un gaz parfait.

* Quelles sont les expressions de dH et dS pour des évolutions isobares dans le cas d'un
fluide quelconque.

3. Montrer que pour une évolution monobare, ona AH =0 ou Q désigne la chaleur regue.

I1. Moteur de Carnot

On étudie un moteur de Carnot: un fluide (F) décrit un cycle ditherme constitu¢ de deux
isothermes réversibles et de deux adiabatiques réversibles en échangeant une quantité¢ de chaleur

Q¢ avec une source chaude a la température 7 , une quantité de chaleur @ avec une source
froide a la température 7T , un travail mécanique W avec D’extérieur. Selon les conventions
habituelles de la thermodynamique, les différentes grandeurs échangées par le fluide (F) sont
algébriquement recues par ce fluide.

4. Préciser les signesde Q. , Op , W .

5. Démontrer 1’expression de l'efficacité (ou rendement thermodynamique) ne du moteur en
fonction des températures.

6. Comment réalise-t-on une transformation isotherme réversible au contact d’une source de
chaleur? Préciser les températures du fluide et de la source. Combien cela prend-il de temps
théoriquement? Quelle est alors la puissance théorique d’un moteur de Carnot?

7. Peut-on envisager des cycles réversibles a deux sources dont les transformations soient d'une
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autre nature que des isothermes et des adiabatiques? Justifier.

Dans la suite ,on se propose d'étudier un modele de transfert , certes approximatif, mais plus
réaliste, que celui du cycle de Carnot, en tenant compte notamment de la durée des échanges.

I1l. Modélisation du transfert thermique entre deux
sources de chaleur

On étudie la conduction thermique, & pression constante, entre deux sources de chaleur (S7) et
(S2) dont les températures T (¢) et T,(t) sontuniformes mais dépendent du temps.

A linstant =0 ,ona 7T,(0)=T et T,(0)=T,, .

On note C, et C, les capacités thermiques respectives a pression constante de ces sources
(voir figure). On pourra supposer, pour faciliter la réflexion, que la source (S/) est a une
température supérieure a celle de (S2) , quoique cette supposition ne modifie en rien les résultats
généraux obtenus.

Entre les deux sources, un barreau de conductivité thermique A , de longueur L , de section
droite carrée de surface S , entouré par une enveloppe adiabatique, assure le transfert thermique
de (SI) vers (S2) .En x=0 le barreau est a la température T,(¢) eten x=L le barreau
est a la température 7,(f) . On considére que la température est uniforme sur une section droite
du barreau et ne dépend donc que de son abscisse x et dutemps ¢ .

Les sources et le barreau évoluent de maniére isobare.

C C

1 2

T o

Si I'on peut négliger la capacité thermique du barreau, la loi de température s'écrit:

T(x,0=T\(1)+(T,(1)=T, (1))

8. Exprimer la densit¢ volumique de courant thermique }=—Agrad(T ) ou A désigne la

conductivité thermique du barreau.

9.Quelle est la puissance thermique P (t)=ﬂ 7JS traversant une section d'abscisse x du

1
barreau de (S7) vers (S2) ? On écrira le résultat sous la forme P(t)=— (T,(¢)-T,(¢))

R
(relation (1) ) ou I'on exprimera R en fonctionde A,S,L .

10.0n considére la source (S2) recevant la puissance thermique P(f) a pression constante.
Ecrire sa variation d'enthalpie d H,(¢) pendant d¢ de deux fagons différentes. En déduire une

d T,(t) .
(relation (2) ).

relation entre P(f) , C, et
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11.0n considére la source (S7) fournissant la puissance thermique P(t) a pression constante.
Ecrire sa variation d'enthalpiec d H,(¢) pendant d¢ . En déduire une relation entre P(f) ,

¢ et T etation (3))

12.En partant des trois relations , écrire 1’équation différentielle vérifiée par P(¢) . Quelle est la
constante de temps notée T caractéristique de I’évolution de ce systéme? On posera
¢,G

“"C +C,

etl'on exprimera T enfonctionde R,C,,

13.Résoudre pour trouver P (¢)

14.En faisant un bilan enthalpique simple, déterminer directement la valeur de 7,(t— ) et celle
de T,(t—o) .On rappelle que la capacité thermique du barreau est supposée négligeable.

15.Etude de la production d'entropie:

» Justifier que l'entropie est ici créée uniquement dans le barreau assurant le transfert
thermique.

* Exprimer la variation élémentaire d'entropie de (S2) pendant dr . Idem pour (S/)
La variation d'entropie du barreau étant nulle puisque sa capacité thermique est négligée,
déterminer l'entropie créé dans ce barreau pendant  dt .

* (Calculer l'entropie créée au total au cours de 1'évolution.

IV. Moteur de Curzon et Alhborn

On se propose d'é¢tudier le fonctionnement d'un moteur thermique ditherme du point de vue
dynamique, c'est-a-dire que la variable temps interviendra. On envisage donc un autre moteur
thermique (Curzon-Ahlborn) autre que celui de Carnot..

T A
Tep-mmmmmv q?a
C
T -~ >
A Y
T2 777777 <
TF ________ @

> g

Il est constitué d’un moteur (M) relié a une source chaude dont la température est 7. et a une
source froide dont la température est 7 mais on suppose que lorsque le fluide échange de la
chaleur avec la source chaude (resp. froide), il se trouve a une température constante et uniforme
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T, (resp. T, )Yavec T¢>T, (resp. T,>T, ).

Les deux autres transformations du cycle sont des isentropiques. Le diagramme (T,S) du cycle est
représenté sur la figure.

Entre le moteur et chaque source se trouve un échangeur de comportement analogue au barreau
étudié précédemment de sorte que la puissance regue par le fluide pendant l'isotherme 7, en

1
provenance de la source chaude vaut P 1=E (T—T,) . De méme la puissance fournie par le

fluide pendant l'isotherme 7, en provenance de la source froide vaut PZ:E (T,—T,) .On

note f; et ?, les durées respectives des deux transformations isothermes. Les transformations
adiabatiques réversibles sont supposées suffisamment rapides pour que l'on puisse négliger leur
durée.

M

'

On note P, la puissance mécanique moyenne sur un cycle du moteur c'est a dire la puissance
fournie par le fluide.

méca

16.Exprimer O, transfert thermique recu de la source chaude sur un cycle et O, transfert
thermique fourni a la source froide sur un cycle en fonction de R , des températures et de 7,

et ¢, .Exprimer W travail fourni par le moteur sur un cycle en fonction de P, etde 7, et
t2

17.Montrer que 9 %= 0

ry T,

18.Donner les expressions de QO et de ¢, en fonction de W et du rendement
thermodynamique n du cycle décrit par le fluide. Donner aussi I'expression de n en fonction
des températures 7, et T,

19.La transformation de I’ensemble moteur+sources n'est pas réversible. Justifier 1'affirmation et
exprimer l'entropie créée par cycle en fonctionde @, , O, et des températures.

20. T, et T étant fixés, quelle est la valeur prévisible de P, si T,=T. ousi T,=T, ?
Justifier.

V. Optimisation du moteur de Curzon et Alhborn

On suppose données les températures des sources 7'« et T, et on cherche a optimiser la
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puissance mécanique de ce moteur par un choix convenable des températures 7', et T,

21.Exprimer les durées ?, et f, des transferts thermiques O, et O, . En déduire la durée
totale d'un cycle ?, enfonctionde R, W ,n (T —T,) (T,—T)

22 Montrer  que la  puissance P,., du  moteur  se met sous la  forme:
1 — R T] + T2
(Tl_Tz) (TC_TI) (TZ_TF)

P

méca

T, T, T AT,

i P = =
23.0n peut montrer que le maximum de £, est obtenu pour \/T_c \/T_F >

* Déterminer la puissance maximale en fonctionde R,T., T, .

* Déterminer l'efficacité lorsque la puissance est maximale en fonction de 7. et T, et
comparer a l'efficacité du cycle de Carnot. Commenter.
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Re/ponses

Rails de Laplace
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